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ABSTRAK 
 
Pada karya ilmiah ini, penyebaran influenza dua strain dimodelkan 
dengan melibatkan tiga variabel kontrol yaitu vaksinasi dan pengobatan 
pada masing-masing strain. Akan ditentukan variabel kontrol optimum 
sehingga dapat meminimumkan populasi terinfeksi berdasarkan empat 
skenario pengendalian. Prinsip maksimum Pontryagin diterapkan untuk 
menurunkan sistem persamaan diferensial sebagai kondisi yang harus 
dipenuhi variabel-variabel kontrol optimum. Kemudian, metode Runge-
Kutta orde empat digunakan untuk menentukan solusi numerik dari 
masalah kontrol optimum. Pada solusi numerik ditunjukkan bahwa 
pemberian tiga buah kontrol pada model penyebaran influenza H1N1 dua 
strain memberikan pengaruh yang baik karena dapat menurunkan 
populasi individu terinfeksi oleh strain satu dan strain dua sampai 99% 
serta meningkatkan populasi individu yang telah diobati secara efektif 
sampai 85% pada bulan ke lima. 
Kata Kunci: influenza H1N1, kontrol optimum, metode Runge-Kutta, 
prinsip maksimum Pontryagin, pengobatan, vaksinasi. 
1 PENDAHULUAN 
 
Influenza, merupakan salah satu masalah kesehatan yang utama di dunia 
serta dapat menyebabkan ratusan ribu kematian tiap tahunnya. Ada tiga tipe virus 
penyebab flu, yaitu A, B, C (Rahman & Zou 2011). Influenza tipe A dibagi dalam 
beberapa subtipe berdasar dua jenis protein pada permukaannya. Protein ini 
disebut sebagai Hemaglutinin (HA) dan Neuroaminidase (NA). Terdapat lima 
belas jenis subtipe HA dan sembilan subtipe NA, dan berbagai kombinasi dari 
kedua jenis protein ini dapat ditemukan hanya beberapa virus flu tipe A yang saat 
ini umumnya menyerang manusia, yaitu H1N1, H1N2, dan H3N2. Sedangkan 
beberapa subtipe lainnya terdapat pada hewan, misalnya H7N7 dan H3N8 yang 
menyebabkan penyakit flu pada kuda dan H5N1 yang menyebabkan flu pada 
burung dan unggas. Sedangkan influenza tipe B dan C tidak diklasifikasikan 
berdasarkan subtipe dan hanya menyebabkan sakit ringan.  
Influenza H1N1 merupakan penyakit pernapasan akut pada manusia yang 
memengaruhi hidung, tenggorokan, dan paru-paru yang disebabkan oleh virus 
influenza H1N1. Beberapa subtipe virus A dibagi lagi ke dalam beberapa strain. 
Strain merupakan generasi baru dari virus yang berevolusi. Ketika virus strain 
baru muncul, maka sel pertahanan tubuh yang terbentuk karena infeksi virus 
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influenza strain lama tidak dapat memberikan perlindungan lagi pada infeksi virus 
influenza strain baru  (Sitepoe 2009).  
Influenza H1N1 pertama kali ditemukan di Meksiko pada April 2009. 
Kecepatan penularannya sama dengan flu biasa (seasonal flu) yang sering dialami 
negara empat musim. WHO (World Health Organization) mencatat bahwa sampai 
Juli 2009 influenza H1N1 telah menyebar ke 135 negara yang menyebabkan 
94.512 orang positif terinfeksi influenza H1N1, dan 429 kasus orang diantaranya 
meninggal dunia. Virus ini sudah ada di Indonesia, sampai dengan 30 Juli 2009 di 
Indonesia sudah ditemukan 520 kasus positif influenza H1N1 terdiri atas 291 laki-
laki dan 229 perempuan. Virus jenis ini sangat mudah bermutasi, WHO telah 
meningkatkan kewaspadaan dunia dengan menyatakan sebagai pandemi fase 6 
pada juni 2009 (WHO 2014).  
Pada Agustus 2010 WHO resmi mengumumkan akhir dari pandemi 
influenza H1N1, meskipun demikian WHO terus merekomendasikan vaksinasi 
influenza sebagai antisipasi. Teori kontrol optimum digunakan untuk menentukan 
fungsi kontrol optimum yang meminimumkan atau memaksimumkan suatu indeks 
kinerja tertentu. 
Karya ilmiah ini berkaitan dengan penelitian-penelitian terdahulu oleh 
Rahman dan Zou (2011), El-Hia et al. (2012), Kharis dan Cahyono (2012), Aldila 
et al. (2014), dan Srivastav dan Ghosh (2016). Secara khusus tulisan ini akan 
membahas model pengendalian virus penyebab influenza A subtipe H1N1 dua 
strain yang sebelumnya telah dibahas oleh Rahman dan Zou (2011), di mana pada 
karya ilmiah ini parameter laju vaksinasi diubah menjadi variabel dinamik 
bergantung waktu dan menambahkan variabel kontrol baru yaitu pengobatan pada 
populasi individu terinfeksi masing-masing strain. Dengan demikian dalam 
formulasi kontrol optimum variabel tersebut dapat ditentukan secara optimal 
sepanjang waktu.  
Tujuan yang akan dicapai pada karya ilmiah ini adalah memodelkan 
penyebaran influenza H1N1 dua strain dengan melibatkan tiga variabel kontrol 
yaitu vaksinasi dan pengobatan pada masing-masing strain dan menentukan 
variabel kontrol yang meminimumkan banyaknya populasi individu terinfeksi 
berdasarkan empat skenario pengendalian. 
 
 
2 TINJAUAN PUSTAKA  
Kontrol Optimum 
 
Teori kontrol optimum sangat erat hubungannya dengan pengoptimuman 
dinamis. Perkembangan teori kontrol optimum terjadi dengan sangat pesat sejak 
akhir tahun 1950, kemudian diperkenalkan oleh Pontryagin pada tahun 1962 yang 
dikenal dengan prinsip maksimum Pontryagin (Pontryagin et al. 1986). Pada 
prinsipnya, tujuan dari kontrol optimum adalah menentukan signal kontrol yang 
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akan diproses oleh plant dan memenuhi kendala fisik. Plant  diterjemahkan 
sebagai suatu tempat atau keadaan di mana suatu proses dinamik terjadi, 
selanjutnya plant dideskripsikan sebagai sistem persamaan diferensial orde satu. 
Kemudian, pada saat yang sama dapat ditentukan ekstrem (maksimum/minimum) 
yang sesuai dengan kriteria performance  index (fungsional objektif).  
Masalah kontrol optimal adalah mendapatkan kontrol optimal (𝒖∗), yang 
akan mendorong dan mengatur plant dari keadaan awal 𝒙(𝑡଴)  pada waktu 𝑡଴ 
sampai keadan akhir 𝒙(𝑇)  pada waktu akhir 𝑇  dengan beberapa kendala pada 
kontrol  dengan keadaan dan waktu yang sama dapat ditentukan keadaan ekstrem 
berdasarkan performance index  yang diberikan. Secara umum dapat diformulasi 
dari  permasalahan kontrol optimal yang diberikan  adalah:  
1. Mendeskripsikan secara matematik artinya diperoleh model matematika dari 
proses terjadinya pengendalian (secara umum dalam bentuk variabel keadaan).  
2. Spesifikasi dari performance index.  
3. Menentukan kondisi batas dan kendala fisik pada keadaan (state) dan atau 
kontrol. 
Naidu (2002) 
Sistem dinamik dapat dinyatakan secara matematika oleh sistem persaman 
diferensial orde satu:    
𝒙 ̇ (𝒕) = 𝒈(𝒙(𝒕), 𝒖(𝒕), 𝒕), (1) 
dengan 𝒙(𝑡)  merupakan peubah state dan 𝒖(𝑡)  merupakan peubah kontrol. 
Keadaan sistem pada waktu 𝑡଴ diketahui, yaitu 𝒙(𝑡଴) = 𝑥଴, 𝑥଴ ∈  𝑅௡. Jika dipilih 
peubah kontrol 𝒖(𝑡) ∈  𝑅௡  yang terdefinisi untuk waktu 𝑡 ≥ 𝑡଴, maka diperoleh 
sistem persamaan diferensial orde satu dengan peubah taktentu 𝒙(𝑡)  dan 
persamaan (1) mempunyai solusi tunggal karena nilai awal 𝑥଴ diberikan. 
 Solusi yang diperoleh merupakan respons terhadap peubah kontrol 𝒖(𝑡) 
yang dilambangkan dengan 𝒙௨(𝑡). Setiap kontrol 𝒖(𝑡) dan responsnya state 𝒙(𝑡) 
dihubungkan dengan fungsional objektif berikut 
    𝐽(𝑢) = ∫ 𝑓଴(𝒙(𝑡), 𝒖(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡 + 𝑆(𝑥(𝑇), 𝑇)
்
଴ ,         (2) 
dengan 𝑓଴  fungsi yang diberikan, 𝑆(𝑥(𝑇), 𝑇)  merupakan fungsi scrap yang 
menggambarkan keadaan sistem di akhir waktu 𝑇, dengan 𝑇 dan 𝒙(𝑇) tidak harus 
ditentukan dan dapat mempunyai kondisi tertentu.  
(Tu 1993) 
 
 
Prinsip Maksimum Pontryagin  
 
Prinsip maksimum (maximum principle) merupakan suatu kondisi 
sedemikian sehingga dapat diperoleh penyelesaian kontrol optimal yang sesuai 
dengan tujuan (mengoptimumkan performace index). Syarat perlu tercapainya 
kondisi optimum dalam masalah kontrol optimum adalah terpenuhinya prinsip 
maksimum Pontryagin. Misalkan terdapat masalah memilih suatu vektor kontrol 
𝒖(𝑡) = [𝑢ଵ(𝑡), 𝑢ଶ(𝑡), … , 𝑢௥(𝑡)] 
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dari himpunan semua fungsi yang kontinu bagian demi bagian. Kontrol optimum 
dipilih untuk membawa sistem dinamik (1) dari keadaan awal (𝒙଴, 𝑡଴) ke keadaan 
akhir (𝒙(𝑇), 𝑇). Masalah kontrol optimum adalah mengoptimumkan 
(memaksimumkan atau meminimumkan) fungsional objektif (2). Prinsip 
maksimum Pontryagin dapat dilihat pada Teorema 1.  
 
Teorema 1  
Misalkan 𝒖∗(𝒕) sebagai kontrol admissible yang membawa state awal (𝒙𝟎, 𝒕𝟎) ke 
keadaan yang diinginkan state akhir (𝒙(𝑻), 𝑻), di mana 𝒙(𝑻) dan 𝑻 secara umum 
tidak ditentukan. Trajektori dari sistem yang berkaitan dengan 𝒖∗(𝒕) dimisalkan 
berupa 𝒙∗(𝒕). Syarat perlu agar kontrol 𝒖∗(𝒕) merupakan kontrol optimum adalah 
terdapat fungsi adjoin 𝝀∗(𝒕) ≠ 𝟎 sedemikian sehingga  
1. 𝒙∗(𝑡) dan 𝝀∗(𝑡) merupakan solusi dari sistem kanonik berikut:   
?̇?(𝑡) = డு
డ𝝀
(𝒙∗(𝑡), 𝒖∗(𝑡), 𝝀∗(𝑡), 𝑡), 
?̇?(𝑡) = − డு
డ𝒙
(𝒙∗(𝑡), 𝒖∗(𝑡), 𝝀∗(𝑡), 𝑡), 
dengan fungsi Hamilton diberikan oleh 
𝐻(𝒙, 𝒖, 𝝀, 𝑡) = 𝑓଴(𝒙(𝑡), 𝒖(𝑡), 𝑡) + ෍ 𝜆௜𝑓௜(𝒙(𝑡), 𝒖(𝑡), 𝑡).
௡
௜ୀଵ
 
2. డு
డ௨
= 0. 
3. 𝐻(𝒙∗(𝑡), 𝒖∗(𝑡), 𝝀∗(𝑡), 𝑡) ≥ 𝐻(𝒙(𝑡), 𝒖(𝑡), 𝝀(𝑡), 𝑡). 
Jika syarat batas 𝒙(0) = 𝒙଴  dan 𝒙(𝑇) = 𝒙்  tidak diberikan, maka syarat 
transversalitas berikut harus dipenuhi:  
ቀ𝑆௫೔ − 𝜆௜(𝑡)ቁ 𝛿𝑥|௧ୀ்
௧ୀ் + (𝐻 + 𝑆௧)𝛿𝑡|௧ୀ்௧ୀ் = 0. 
Jika 𝑡଴ = 0 dan 𝒙଴ diketahui, 𝑇 diketahui dan 𝒙(𝑇) bebas (tidak diketahui), maka 
syarat transversalitas menjadi:  
(𝑆௫೔ − 𝜆௜(𝑡))|௧ୀ் = 0. 
Jika diberikan syarat tambahan tidak ada fungsi scrap (𝑆 = 0), maka diperoleh 
syarat transversalitas sebagai berikut: 
     𝜆௜(𝑇) = 0,  
dengan 𝜆௜(𝑡)  merupakan fungsi adjoin yang dapat ditentukan melalui proses 
pengoptimuman. 
 
(Tu 1993) 
 
 
Metode Runge-Kutta Orde-4  
Metode Runge-Kutta adalah teknik numerik yang digunakan untuk 
menyelesaikan persamaan diferensial. Metode Runge-Kutta merupakan alternatif 
lain dari metode deret Taylor yang tidak membutuhkan perhitungan turunan. 
(3) 
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Metode ini berusaha mendapatkan derajat ketelitian yang lebih tinggi, dan 
sekaligus menghindarkan keperluan mencari turunan yang lebih tinggi dengan 
jalan mengevaluasi fungsi pada titik terpilih dalam setiap langkah.  
Metode Runge-kutta diklasifikasikan oleh urutan, urutan tersebut 
tergantung pada jumlah perkiraan kemiringan yang digunakan pada setiap langkah 
metode, yaitu orde-1, orde-2, orde-3, orde-4, sampai orde-n. Metode runge-kutta 
yang paling populer dan sering digunakan adalah metode runge-kutta orde-4.  
Metode Runge-Kutta orde-4 banyak digunakan karena mempunyai ketelitian yang 
lebih tinggi terhadap metode Euler. Perhatikan masalah nilai awal berikut: 
?̇? = 𝑓(𝑡, 𝑦); 𝑦(𝑡଴) = 𝑦଴, 
dengan 𝑦 merupakan fungsi vektor yang belum diketahui dan bergantung pada 
peubah 𝑡. 
Untuk suatu ℎ > 0  yang positif disebut riap (increment), didefinisikan 
untuk 𝑛 = 1, 2, …  
𝑦௡ାଵ = 𝑦௡ +
1
6
ℎ(𝑘ଵ + 2𝑘ଶ + 2𝑘ଷ + 𝑘ସ),                            (4) 
dengan  
 𝑘ଵ = 𝑓(𝑡௡, 𝑦௡), 
𝑘ଶ = 𝑓 ൬𝑡௡ +
1
2
ℎ, 𝑦௡ +
1
2
𝑘ଵℎ൰, 
𝑘ଷ = 𝑓 ൬𝑡௡ +
1
2
ℎ, 𝑦௡ +
1
2
𝑘ଶℎ൰, 
𝑘ସ = 𝑓(𝑡௡ + ℎ, 𝑦௡ + 𝑘ଷℎ), 
 
𝑡௡ାଵ = 𝑡௡ + ℎ, 
 
dan 𝑦௡ାଵ merupakan aproksimasi Runge-Kutta orde-4 bagi 𝑦(𝑡௡ାଵ).  
(Canale & Chapra 2010)  
 
Langkah-langkah yang dilakukan pada karya ilmiah ini ialah sebagai berikut.  
1. Menentukan fungsi Hamilton berdasarkan fungsional objektif dan sistem 
dinamik.  
2. Menurunkan syarat perlu optimalitas menggunakan prinsip maksimum 
Pontryagin, sehingga didapatkan fungsi kontrol yang optimum, sistem 
dinamik dengan kondisi awal, dan sistem adjoin dengan kondisi di akhir 
waktu.  
3. Mencari solusi numerik masalah kontrol optimum menggunakan Runge-Kutta 
Orde-4 (RKO-4) berdasarkan empat skenario yang disusun. 
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3 MODEL MATEMATIKA PENYEBARAN INFLUENZA 
H1N1  
 
Model matematika penyebaran influenza H1N1 dipaparkan ke dalam dua 
model yaitu model tanpa kontrol dan model dengan kontrol. Model dinamika 
penyakit influenza dinyatakan sebagai suatu persamaan diferensial taklinear 
dengan total populasi 𝑁 yang terdiri dari beberapa kompartemen yaitu 𝑆 adalah 
banyaknya populasi individu rentan (susceptible), 𝑉 adalah banyaknya populasi 
individu rentan yang divaksinasi terhadap virus strain satu, 𝐼ଵ adalah banyaknya 
populasi individu terinfeksi oleh strain satu (infected), 𝐼ଶ  adalah banyaknya 
populasi individu terinfeksi oleh strain dua (infected), dan 𝑅 adalah banyaknya 
populasi individu sembuh (recovered). Pada model ini disumsikan bahwa laju 
kematian alamiah untuk setiap kompartemen adalah sama dan konstan, laju 
kelahiran individu rentan konstan, individu rentan yang divaksinasi terhadap virus 
strain satu tidak akan terinfeksi oleh strain satu lagi, individu yang terinfeksi oleh 
strain satu tidak terinfeksi oleh strain dua, individu terinfeksi tidak menginfeksi 
individu lain, dan individu yang sembuh tidak akan kembali rentan. 
 Model tanpa kontrol yang digunakan yaitu model pada Rahman dan Zou 
(2011) yang merupakan model Castillo-Chavez et al. (1989) seperti diberikan oleh 
model kompartemen berikut: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Secara analitik dapat dituliskan dalam Sistem Persamaan Diferensial (SPD) 
taklinear berikut:  
 ?̇? = Λ − (𝛽ଵ𝐼ଵ + 𝛽ଶ𝐼ଶ + 𝑟 + 𝜇)𝑆  
?̇? = 𝑟𝑆 − (𝜇 + 𝑘𝐼ଶ)𝑉  
𝐼ଵ̇ = 𝛽ଵ𝐼ଵ𝑆 − 𝛼ଵ𝐼ଵ           (5) 
𝐼ଶ̇ = 𝛽ଶ𝐼ଶ𝑆 + 𝑘𝐼ଶ𝑉 − 𝛼ଶ𝐼ଶ  
?̇? = 𝛾ଵ𝐼ଵ + 𝛾ଶ𝐼ଶ − 𝜇𝑅  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 1 Model tanpa kontrol 
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Deskripsi variabel dan parameter dari persamaan (5) diberikan pada Tabel 1.  
 
Tabel 1  
Notasi yang digunakan  
Variabel  Deskripsi 
𝑆 banyaknya populasi individu yang rentan  
𝑉 banyaknya populasi individu rentan yang divaksinasi terhadap virus 
strain satu  
𝐼ଵ banyaknya populasi individu yang terinfeksi strain satu 
𝐼ଶ banyaknya populasi individu yang terinfeksi strain dua 
𝑅 banyaknya populasi individu yang sembuh  
Parameter  
𝛬 tingkat perekrutan individu  
𝜇 laju kematian alami  
𝑟 laju vaksinasi untuk strain satu 
𝑘 koefisien perpindahan individu yang divaksinasi ke strain dua 
𝛽ଵ koefisien perpindahan individu yang rentan ke strain satu 
𝛽ଶ koefisien perpindahan individu yang rentan ke strain dua 
1 𝛾ଵ⁄  rata-rata periode infeksi pada strain satu 
1 𝛾ଶ⁄  rata-rata periode infeksi pada strain dua 
𝑣ଵ laju kematian yang disebabkan oleh infeksi strain satu 
𝑣ଶ laju kematian yang disebabkan oleh infeksi strain dua 
 
Model dengan kontrol yang digunakan pada karya ilmiah ini yaitu model 
pengendalian influenza H1N1 dua strain dengan vaksinasi dan pengobatan yang 
merupakan modifikasi dari model pada Rahman dan Zou (2011) yang 
menggunakan model Castillo-Chaves et al. (1989). Pada penelitian ini parameter 
laju vaksinasi (𝑟) yang konstan diubah menjadi variabel kontrol yang bergantung 
waktu (𝑢ଵ) , serta menambah dua variabel kontrol baru yang juga bergantung 
waktu yaitu laju pengobatan pada populasi individu yang terinfeksi oleh strain 
satu (𝑢ଶ) dan laju pengobatan pada populasi individu yang terinfeksi oleh strain 
dua (𝑢ଷ). Model dengan kontrol dijelaskan pada Gambar 2. 
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Gambar 2 Model dengan kontrol 
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Secara analitik dapat dituliskan dalam bentuk SPD taklinear berikut:  
?̇? = Λ − (𝛽ଵ𝐼ଵ + 𝛽ଶ𝐼ଶ + 𝑢ଵ + 𝜇)𝑆  
?̇? = 𝑢ଵ𝑆 − (𝜇 + 𝑘𝐼ଶ)𝑉  
𝐼ଵ̇ = 𝛽ଵ𝐼ଵ𝑆 − 𝛼ଵ𝐼ଵ − 𝑢ଶ 𝐼ଵ                        (6) 
𝐼ଶ̇ = 𝛽ଶ𝐼ଶ𝑆 + 𝑘𝐼ଶ𝑉 − 𝛼ଶ𝐼ଶ − 𝑢ଷ 𝐼ଶ  
?̇? = (𝛾ଵ + 𝑢ଶ)𝐼ଵ + (𝛾ଶ + 𝑢ଷ)𝐼ଶ − 𝜇𝑅,  
dengan 𝛼ଵ adalah jumlah kematian alami, kematian yang disebabkan inveksi oleh 
strain satu, dan koefisien perpindahan individu yang terinveksi oleh strain satu 
dan 𝛼ଶ  adalah jumlah kematian alami, kematian yang disebabkan inveksi oleh 
strain dua, dan koefisien perpindahan individu yang terinveksi oleh strain dua.  
 
Kondisi Optimalitas 
 
Masalah kontrol optimum yang dihadapi adalah menentukan fungsi 
kontrol 𝑢ଵ, 𝑢ଶ, dan 𝑢ଷ yang membawa sistem dari kondisi awal (𝑆଴, 𝑉଴, 𝐼ଵ଴, 𝐼ଶ଴, 𝑅଴) 
ke kondisi akhir (𝑆் , 𝑉 , 𝐼ଵ், 𝐼ଶ் , 𝑅்) . Fungsional objektif untuk masalah 
pengendalian virus tersebut adalah sebagai berikut: 
min 𝐽(𝑢ଵ, 𝑢ଶ, 𝑢ଷ) = ∫ [𝐴𝑆(𝑡) + 𝐵ଵ𝐼ଵ(𝑡) + 𝐵ଶ𝐼ଶ(𝑡) +
ଵ
ଶ
𝐶ଵ𝑢ଵଶ(𝑡) +
்
଴
ଵ
ଶ
𝐶ଶ𝑢ଶଶ(𝑡) +
ଵ
ଶ
𝐶ଷ𝑢ଷଶ(𝑡)]𝑑𝑡  
di mana 𝐴 bobot populasi individu yang rentan, 𝐵ଵ bobot populasi individu yang 
terinfeksi oleh strain satu, 𝐵ଶ bobot populasi individu yang terinfeksi oleh strain 
dua, 𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ଷ konstanta positif yang merupakan parameter bobot yang dikenakan 
pada kontrol, dan 𝑇 mewakili lamanya program vaksinasi dan pengobatan.  
Fungsi kontrol 𝑢ଵ(𝑡), 𝑢ଶ(𝑡), 𝑢ଷ(𝑡)  dicari yang optimum sehingga 
𝐽(𝑢ଵ∗ , 𝑢ଶ∗ , 𝑢ଷ∗) = min  {𝐽(𝑢ଵ, 𝑢ଶ, 𝑢ଷ): 𝑢ଵ, 𝑢ଶ, 𝑢ଷ 𝜖 𝑈},  di mana 𝑈 adalah sekumpulan 
kontrol yang admissible selama vaksinasi dan pengobatan dengan kendala: 
?̇? = 𝛬 − (𝛽ଵ𝐼ଵ + 𝛽ଶ𝐼ଶ + 𝑢ଵ + 𝜇)𝑆  
?̇? = 𝑢ଵ𝑆 − (𝜇 + 𝑘𝐼ଶ)𝑉  
𝐼ଵ̇ = 𝛽ଵ𝐼ଵ𝑆 − 𝛼ଵ𝐼ଵ − 𝑢ଶ 𝐼ଵ             (8) 
𝐼ଶ̇ = 𝛽ଶ𝐼ଶ𝑆 + 𝑘𝐼ଶ𝑉 − 𝛼ଶ𝐼ଶ − 𝑢ଷ 𝐼ଶ  
?̇? = (𝛾ଵ + 𝑢ଶ)𝐼ଵ + (𝛾ଶ + 𝑢ଷ)𝐼ଶ − 𝜇𝑅  
dengan 𝑆(0) = 𝑆଴, 𝑉(0) = 𝑉଴, 𝐼ଵ(0) = 𝐼ଵ଴, 𝐼ଶ(0) = 𝐼ଶ଴, 𝑅(0) = 𝑅଴,  sedangkan  
𝑆(𝑇), 𝑉(𝑇), 𝐼ଵ(𝑇), 𝐼ଶ(𝑇), 𝑅(𝑇) tidak ditentukan (bebas) dan 0 ≤ 𝑎௜ ≤ 𝑢௜ ≤ 𝑏௜, 𝑖 =
1,2,3.  
 Prinsip maksimum Pontryagin digunakan untuk menurunkan kondisi-
kondisi yang harus dipenuhi oleh kontrol optimum (Tu 1993). Berdasarkan 
Teorema 1 prinsip maksimum Pontryagin secara umum fungsi Hamilton 𝐻 
didefinisikan berdasarkan persamaan (8) dan fungsional objektif (7) sebagai 
berikut:  
(7) 
 
 
JMA, VOL. 17, NO. 1, JULI 2018, 1-16 9
𝐻 = 𝐴𝑆 + 𝐵ଵ𝐼ଵ + 𝐵ଶ𝐼ଶ +
1
2
𝐶ଵ𝑢ଵଶ +
1
2
𝐶ଶ𝑢ଶଶ +
1
2
𝐶ଷ𝑢ଷଶ + ෍ 𝜆௜𝑓௜ 
ହ
௜ୀଵ
, 
dengan 
𝑓ଵ = 𝛬 − (𝛽ଵ𝐼ଵ + 𝛽ଶ𝐼ଶ + 𝑢ଵ + 𝜇)𝑆 
𝑓ଶ = 𝑢ଵ𝑆 − (𝜇 + 𝑘𝐼ଶ)𝑉 
𝑓ଷ = 𝛽ଵ𝐼ଵ𝑆 − 𝛼ଵ𝐼ଵ − 𝑢ଶ𝐼ଵ 
𝑓ସ = 𝛽ଶ𝐼ଶ𝑆 + 𝑘𝐼ଵ𝑉 − 𝛼ଶ𝐼ଶ − 𝑢ଷ𝐼ଶ 
𝑓ହ = (𝛾ଵ + 𝑢ଶ)𝐼ଵ + (𝛾ଶ + 𝑢ଷ)𝐼ଶ − 𝜇𝑅, 
dengan 𝜆ଵ(𝑡), 𝜆ଶ(𝑡), 𝜆ଷ(𝑡), 𝜆ସ(𝑡), 𝜆ହ(𝑡) merupakan fungsi-fungsi adjoin yang akan 
ditentukan dengan menerapkan kondisi ?̇?∗(𝑡) = − డு
డ௫
 pada Teorema 1. 
 Fungsi kontrol 𝑢ଵ∗ , 𝑢ଶ∗ , 𝑢ଷ∗  ditentukan berdasarkan kondisi yang diberikan 
oleh prinsip maksimum Pontryagin, dengan menerapkan Teorema 1 yaitu:   
𝑢ଵ∗ =
(𝜆ଵ − 𝜆ଶ)𝑆
𝐶ଵ
, 
𝑢ଶ∗ =
(𝜆ଷ − 𝜆ହ)𝐼ଵ
𝐶ଶ
, 
𝑢ଷ∗ =
(𝜆ସ − 𝜆ହ)𝐼ଶ
𝐶ଷ
. 
Dalam masalah kontrol optimum di atas digunakan fungsi kontrol berbatas, 
yaitu 𝑎௜ ≤ 𝑢௜ ≤ 𝑏௜ sehingga dapat dituliskan menjadi: 
Kasus 1. 𝑎ଵ ≤ 𝑢ଵ ≤ 𝑏ଵ 
𝑢ଵ∗ = min ቄmax ቄ𝑎ଵ,
(ఒభିఒమ)ௌ
஼భ
ቅ , 𝑏ଵቅ.  
Kasus 2. 𝑎ଶ ≤ 𝑢ଶ ≤ 𝑏ଶ 
𝑢ଶ∗ = min ൜max ൜𝑎ଶ,
(𝜆ଷ − 𝜆ହ)𝐼ଵ
𝐶ଶ
ൠ , 𝑏ଶൠ. 
Kasus 3. 𝑎ଷ ≤ 𝑢ଷ ≤ 𝑏ଷ 
𝑢ଷ∗ = min ൜max ൜𝑎ଷ,
(𝜆ସ − 𝜆ହ)𝐼ଶ
𝐶ଷ
ൠ , 𝑏ଷൠ. 
 Jika menerapkan kondisi ?̇?(𝑡) = − డு
డ௫
 dengan 𝑥 ∈ {𝑆, 𝑉, 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, 𝑅},  maka 
diperoleh sistem persamaan adjoin 𝜆௜(𝑡) adalah sebagai berikut:  
?̇?ଵ = −𝐴 + 𝜆ଵ(𝛽ଵ𝐼ଵ + 𝛽ଶ𝐼ଶ + 𝑢ଵ + 𝜇) − 𝜆ଶ𝑢ଵ − 𝜆ଷ𝛽ଵ𝐼ଵ − 𝜆ସ𝛽ଶ𝐼ଶ  
?̇?ଶ = 𝜆ଶ(𝜇 + 𝑘𝐼ଶ) − 𝜆ସ𝑘𝐼ଶ  
?̇?ଷ = −𝐵ଵ + 𝜆ଵ𝛽ଵ𝑆 − 𝜆ଷ(𝛽ଵ𝑆 − 𝛼ଵ − 𝑢ଶ) − 𝜆ହ(𝛾ଵ + 𝑢ଶ)   
?̇?ସ = −𝐵ଶ + 𝜆ଵ𝛽ଶ𝑆 + 𝜆ଶ𝑘𝑉 − 𝜆ସ(𝛽ଶ𝑆 + 𝑘𝑉 − 𝛼ଶ − 𝑢ଷ) − 𝜆ହ(𝛾ଶ + 𝑢ଷ)  
?̇?ହ = 𝜆ହ𝜇.  
Karena diasumsikan 𝑆(𝑇), 𝑉(𝑇), 𝐼ଵ(𝑇), 𝐼ଶ(𝑇), 𝑅(𝑇)  sembarang, maka harus 
dipenuhi syarat transversalitas berikut: 
𝜆ଵ(𝑇) = 0, 𝜆ଶ(𝑇) = 0, 𝜆ଷ(𝑇) = 0, 𝜆ସ(𝑇) = 0 dan 𝜆ହ(𝑇) = 0.              (13) 
Masalah Persamaan Diferensial (PD) pada persamaan (12) dengan syarat batas 
persamaan (13) akan diselesaikan dengan menggunakan metode Runge-Kutta 
orde-4.  
(12) 
(9) 
(10) 
(11) 
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4 CONTOH KASUS 
Pada bagian ini akan memperlihatkan efektivitas penerapan kontrol, yaitu 
vaksinasi terhadap virus strain satu, pengobatan pada individu yang terinfeksi oleh 
strain satu dan dua terhadap penyebaran virus H1N1. Ada empat skenario yang 
akan dikaji dalam masalah ini terkait dengan bentuk fungsional objektif dan 
penerapan kontrol seperti diberikan pada Tabel 2.  
Skenario ini bertujuan untuk melihat pengaruh formulasi fungsional objektif 
terhadap efektivitas kontrol dan dinamika populasi di beberapa kompartemen 
dengan 𝑆(0) = 40000, 𝑉(0) = 6650, 𝐼ଵ(0) = 500, 𝐼ଶ(0) = 1200, 𝑅(0) = 1650. 
Jangka waktu yang digunakan untuk melihat efektivitas penerapan kontrol adalah 
12 bulan. Nilai-nilai parameter yang digunakan pada sistem diambil berdasarkan 
Rahman dan Zou (2011), diberikan pada Tabel 3. 
Skenario I: 𝐴 = 1, 𝐵ଵ = 2, 𝐵ଶ = 1, 𝐶ଵ = 𝐶ଶ = 𝐶ଷ = 1, 𝑢ଶ = 𝑢ଷ = 0 
Masalah kontrol optimum untuk Skenario I adalah sebagai berikut: 
min 𝐽(𝑢ଵ, 𝑢ଶ, 𝑢ଷ) = න [𝑆(𝑡) + 2𝐼ଵ(𝑡) + 𝐼ଶ(𝑡) +
1
2
𝑢ଵଶ(𝑡)]
்
଴
𝑑𝑡, 
dengan kendala (8). 
Pada Skenario I dengan menerapkan kontrol vaksinasi terhadap populasi 
individu rentan terhadap strain satu menunjukkan bahwa populasi individu yang 
terinfeksi oleh strain satu pada kurva dengan kontrol mengalami peningkatan yang 
Tabel 2  
Skenario bentuk fungsional objektif dan pemberian kontrol 
Skenario Koefisien Kontrol 𝐴 𝐵ଵ 𝐵ଶ 𝐶ଵ 𝐶ଶ 𝐶ଷ 𝑢ଵ 𝑢ଶ 𝑢ଷ 
I 1 2 1 1 1 1 𝑜𝑛 𝑜𝑓𝑓 𝑜𝑓𝑓 
II 1 2 1 1 1 1 𝑜𝑓𝑓 𝑜𝑛 𝑜𝑓𝑓 
III 1 1 2 1 1 1 𝑜𝑓𝑓 𝑜𝑓𝑓 𝑜𝑛 
IV 1 2 2 1 1 1 𝑜𝑛 𝑜𝑛 𝑜𝑛 
 
Tabel 3 
 Nilai Parameter 
Parameter Nilai Parameter Nilai 
Λ 200 𝛾ଵ 0.08 
𝜇 0.02 𝛾ଶ 0.09 
𝑘 3 × 10ିସ 𝑣ଵ 0.01 
𝛽ଵ 5 × 10ିହ 𝑣ଶ 0.01 
𝛽ଶ 2 × 10ିହ 𝑟 0.60 
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signifikan pada bulan ke tiga, hal ini berbanding terbalik dengan populasi individu 
yang terinfeksi oleh strain dua, justru kurva dengan kontrol yang mengalami 
peningkatan yang cukup signifikan yaitu pada bulan ke dua seperti yang terlihat 
pada Gambar 4, sebelum akhirnya sama-sama menurun. Pada Gambar 5 terlihat 
bahwa kurva dengan penerapan kontrol, populasi individu yang sembuh lebih 
cepat meningkat. Pemberian kontrol pada skenario ini diilustrasikan oleh Gambar 
6, kontrol diberikan secara maksimum selama program. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Skenario II: 𝐴 = 1, 𝐵ଵ = 2, 𝐵ଶ = 1, 𝐶ଵ = 𝐶ଶ = 𝐶ଷ = 1, 𝑢ଵ = 𝑢ଷ = 0 
Masalah kontrol optimum untuk Skenario II adalah sebagai berikut: 
min 𝐽(𝑢ଵ, 𝑢ଶ, 𝑢ଷ) = න [𝑆(𝑡) + 2𝐼ଵ(𝑡) + 𝐼ଶ(𝑡) +
1
2
𝑢ଶଶ(𝑡)]
்
଴
𝑑𝑡, 
dengan kendala (8). 
Hasil Skenario II, yaitu dengan menerapkan kontrol pengobatan pada 
populasi individu terinfeksi oleh strain satu, menunjukkan bahwa populasi 
individu terinfeksi oleh strain satu meningkat sampai bulan ke dua. Kemudian 
Gambar 3 Populasi individu yang  
        terinfeksi oleh strain satu 
        dengan Skenario I 
 
Gambar 4 Populasi individu yang  
                  terinfeksi oleh strain dua  
                  dengan Skenario I 
 
Gambar 5 Populasi individu yang    
                  sembuh dengan Skenario I 
 
Gambar 6 Peubah kontrol dengan  
     Skenario I 
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menurun drastis dan lebih cepat daripada kurva tanpa kontrol serta mendekati nol 
setelah 8 bulan. Hal ini dikarenakan pemberian kontrol diberikan mulai bulan ke 
dua seperti yang terlihat pada Gambar 10. Pada Gambar 8 terlihat bahwa untuk 
populasi yang terinfeksi oleh strain dua, tanpa adanya kontrol populasi individu 
terinfeksi meningkat drastis pada bulan ke dua koma lima sedangkan dengan 
penerapan kontrol populasi individu terinfeksi lebih rendah. Populasi individu 
yang sembuh meningkat lebih cepat untuk kurva dengan kontrol daripada kurva 
tanpa kontrol, hal ini terlihat pada Gambar 9.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Skenario III: 𝐴 = 1,  𝐵ଵ = 1,  𝐵ଶ = 2,  𝐶ଵ = 𝐶ଶ = 𝐶ଷ = 1, 𝑢ଵ = 𝑢ଶ = 0 
Masalah kontrol optimum untuk Skenario III adalah sebagai berikut: 
min 𝐽(𝑢ଵ, 𝑢ଶ, 𝑢ଷ) = න [𝑆(𝑡) + 2𝐼ଵ(𝑡) + 𝐼ଶ(𝑡) +
1
2
𝑢ଷଶ(𝑡)]
்
଴
𝑑𝑡, 
dengan kendala (8). 
Pada skenario ini, dengan menerapkan kontrol pengobatan pada populasi 
individu terinfeksi oleh strain dua. Gambar yang dihasilkan untuk populasi 
Gambar 7 Populasi individu terinfeksi 
oleh strain satu dengan 
Skenario II 
 
Gambar 8 Populasi individu 
                  terinfeksioleh strain dua           
                  dengan Skenario II 
 
Gambar 9 Populasi individu yang  
terinfeksi sembuh oleh strain  
satu dengan Skenario II 
 
Gambar 10 Peubah kontrol dengan 
                    Skenario II 
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terinfeksi oleh strain satu kurva dengan kontrol lebih tinggi daripada kurva dengan 
kontrol pada bulan ke empat seperti terlihat pada Gambar 11. Berbeda dengan 
kurva dengan kontrol pada Gambar 12 lebih rendah daripada kurva tanpa kontrol 
pada bulan ke satu dan mendekati nol setelah bulan ke lima. Pada Gambar 13 
terlihat bahwa kurva dengan kontrol untuk populasi individu yang sembuh 
mengalami peningkatan lebih cepat dan lebih tinggi. Pemberian kontrol pada 
skenario ini diilustrasikan oleh Gambar 14 yang diberikan secara maksimum 
mulai bulan ke satu dan dapat dikurangi setelah bulan ke sepuluh sampai akhir 
program.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Skenario IV: 𝐴 = 1,  𝐵ଵ = 2, 𝐵ଶ = 2, 𝐶ଵ = 𝐶ଶ = 𝐶ଷ = 1,  𝑢ଵ = 𝑢ଶ = 𝑢ଷ = 1 
Masalah kontrol optimum untuk Skenario IV adalah sebagai berikut: 
min 𝐽(𝑢ଵ, 𝑢ଶ, 𝑢ଷ) = න [𝑆(𝑡) + 2𝐼ଵ(𝑡) + 𝐼ଶ(𝑡) +
1
2
𝑢ଵଶ(𝑡) +
1
2
𝑢ଶଶ(𝑡) +
1
2
𝑢ଷଶ(𝑡)]
்
଴
𝑑𝑡, 
dengan kendala (8). 
Gambar 11 Populasi individu yang  
       terinfeksi oleh strain satu    
       dengan Senario III 
 
Gambar 12 Populasi individu  
                    terinfeksi oleh strain dua  
                    dengan Skenario III 
 
Gambar 13 Populasi individu yang   
                    sembuh dengan Skenario III 
Gambar 14 Peubah kontrol dengan  
       Skenario III 
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Pada Skenario IV dengan menerapkan semua kontrol secara bersamaan 
menunjukkan bahwa populasi individu yang terinfeksi oleh strain satu dan strain 
dua kurva tanpa kontrol lebih tinggi daripada kurva dengan kontrol. Populasi 
individu yang terinfeksi oleh strain satu dengan kontrol menurun dan mendekati 
nol setelah bulan ke lima dan populasi individu yang terinfeksi oleh strain dua 
menurun dan mendekati nol setelah 6.5 bulan. Hal ini terlihat pada Gambar 15 dan 
Gambar 16. Populasi individu yang sembuh meningkat dan lebih tinggi dengan 
pemberian kontrol terlihat pada Gambar 17. Pemberian kontrol pada skenario ini, 
yaitu 𝑢ଵ, 𝑢ଶ, dan 𝑢ଷ diilustrasikan oleh Gambar 18. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dari keempat skenario di atas, terlihat perbedaan besar untuk masing-
masing skenario. Pada Skenario I penerapan kontrol 𝑢ଵ yaitu vaksinasi terhadap 
virus strain satu, Skenario II penerapan kontrol 𝑢ଶ  yaitu pengobatan terhadap 
populasi individu yang terinfeksi oleh strain satu, Skenario III penerapan kontrol 
𝑢ଷ yaitu pengobatan terhadap populasi individu yang terinfeksi oleh strain dua, 
Gambar 15 Populasi individu yang  
          terinfeksi oleh strain satu 
          dengan Skenario IV 
 
Gambar 16 Populasi individu  
       yang terinfeksi oleh strain 
       dua dengan Skenario IV 
 
Gambar 17 Populasi individu yang  
       sembuh dengan Skenario IV 
 
Gambar 18 Peubah kontrol dengan  
       Skenario IV 
 
 
 
JMA, VOL. 17, NO. 1, JULI 2018, 1-16 15
dan Skenario IV penerapan kontrol 𝑢ଵ , 𝑢ଶ , dan 𝑢ଷ  secara bersamaan. Pada 
Gambar 15 terlihat bahwa pada Skenario IV, penerapan kontrol 𝑢ଵ, 𝑢ଶ, dan 𝑢ଷ 
secara bersamaan efektif menurunkan populasi individu terinfeksi oleh strain satu 
dibandingkan penerepan masing-masing kontrol. Penerapan kontrol 𝑢ଷ  secara 
langsung terhadap populasi individu yang terinfeksi oleh strain dua pada Skenario 
III lebih efektif mengurangi jumlah individu yang terinfeksi tersebut terlihat pada 
Gambar 12. Populasi individu yang sembuh meningkat drastis dengan penerapan 
semua kontrol secara bersamaan pada Skenario IV, hal ini terlihat pada Gambar 
17. Peningkatan ini dapat disebabkan karena populasi individu yang rentan telah 
diberikan vaksin dan diberikan pengobatan secara efektif untuk individu yang 
terinfeksi.  
 
 
5 SIMPULAN  
Model penyebaran influenza H1N1 dengan tiga variabel kontrol yaitu 
vaksinasi terhadap virus strain satu dan pengobatan pada masing-masing strain 
dapat diformulasikan dalam masalah kontrol optimum. Di mana terdapat empat 
skenario pengendalian yang memberikan pengaruh untuk setiap kompartemennya. 
Dari keempat skenario yang dikaji, pemberian vaksin terhadap virus strain satu 
pada Skenario I diberikan secara maksimum selama program berlangsung, 
pemberian obat terhadap populasi individu terinfeksi oleh strain satu pada 
Skenario II mulai diberikan secara maksimum setelah bulan ke dua dan dapat 
dikurangi setelah bulan ke sebelas hingga akhir program, pemberian obat pada 
populasi individu terinfeksi oleh strain dua pada Skenario III diberikan secara 
maksimum sampai bulan ke sepuluh dan dapat dikurangi hingga akhir program. 
Sedangkan penerapan vaksinasi dan pengobatan untuk masing-masing strain pada 
Skenario IV, vaksinasi dan pengobatan untuk populasi individu terinfeksi strain 
dua diberikan secara maksimum hingga akhir program, tetapi untuk pengobatan 
terhadap populasi individu terinfeksi oleh strain satu cukup diberikan secara 
maksimum sampai 8.5 bulan dan setelahnya dapat dikurangi sampai akhir 
program.  
Terlihat bahwa Skenario IV memberikan hasil yang lebih efektif 
dibandingkan skenario yang lain untuk menurunkan populasi yang terinfeksi oleh 
strain satu yaitu sebanyak sebanyak 99% pada bulan ke tiga dan meningkatkan 
populasi yang sembuh mencapai angka sekitar 85% pada akhir program, 
meskipun perbedaan tidak signifikan. Hal ini lebih baik dibandingkan sebelum 
diberi kontrol yang hanya mencapai 53% individu yang sembuh. Akan tetapi 
Skenario III lebih efektif dibandingkan skenario yang lain untuk menurunkan 
individu terinfeksi oleh strain dua yaitu sebanyak 99% pada bulan ke lima.  
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